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GEOMETRIA E TRIGONOMETRIA < N

ITEM: ONICO (VALOR: 1)

_.uNCI1ADO: Seja (c¢) um circulo de raio r, distante h de um plano (u),

; o trago nesse plano do eixo (&) do circulo (isto &, a perpendicular

=
)

o plano de (C)ipelo'centro de (c)}, e P um ponto fixo de (1) distan-

h de I. Ligatse P a um ponto‘M, mbvel, que percorre toda a circun-

feréncia de (c), e define-se um plano (0) variavel, normal a (m}, qgue

Conteré sempre PM. Na intersegao de (o) com () existem dois pontos

sistantes h V3 de M. Seja A aquele cuja distancia a P & a maior.

Determine:

a) O lugar geométrico de A guando M percorre toda a circunferéncia du

(g)s
p) O maximo valor de IA.

SOLUGRO

T (a) No & MM'A:

™ ) ‘MM' = h
w : ¢ = M'A = hv/Z

MA = hy3

1) Se h > r:

Podemos celcular PA e PAl enm

fungio de € (equagoes polares):

: b =5 IN = h . sen %

& PHNI; PReN
PI = h jPN = h ., cos &
IN = h . sen

A INM" St

h IM' = 1 ‘
=+ NM' = NM! = Jéz - nh” . sen o
t =
M'A }%ﬁlzhfi
Entao:

PA = PN + NM* ¢ }'A = h.cos O + igz - h‘.senze + hv2

= :
PA. = PN - NM! + M!A, © h.cos & - % S hz.aenzo 4+ h/Z,

1 1 1)

. T
cnde arc sen (- %) < 0 < arc sen ().

0 ittty v
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A i - 4
| « ]
/_}l ‘ {2) o0 h &9
H - P oo 0f IR o= h.sen a
p S \\ A PHI: =2
{ PIwe PH =:h.cos ©
P h I h . < |
IR = h.sen O] 1 :
A INM': i - l
1M
”‘f’h = hr’i . |
2 2

=
=s NM' = Yr” - h7.sen" @

Entio:

PA = PH + NM' + M'A = hicos O + /22 —-hz.senza + hvZ.

' A (3) Seh = r: !
“ Quando M & tal qus PM Jﬂ (n), fica indeter
. minado o plano (g). Consideramcs entdo as
: outras posigdes dz M.

A PNI. PN = r.cos 9

Ent3o

K'A = 1/2 _ PA = PM’ + M'A = 2r.co5 6 + r/2Z,

i .onde - % < f < %.

{b) Mo & IM'A: IA < IM' + M'A.

IR & maximo quando I, M', A, sic colinen os =2 IA =1+ h/2
s q

22 quEsTio ITEM: ONICO (VALOR: 1)

ENUXCIACQ: Dada uma piramide hexagonal regular de vértice V e Dbase
ABCDET, de lado da base igual a b e altura igual a %;, traca-ge

o plano perpendicular 3 aresta VB no ponto M, tal gue este plano con-
- p ] s

tenha os vértices A e C. i

Determine, para a piramide de vértice M e base ABC, assin

formada:
a) O comprimento da aresta AM;

b) 0 volunc.
A BMP - A BHV

MP _ PB _ HB

SOLUCHS we _ PB_ &
Sk "VH V3 LH
ws AP B2 L MB
3L bY13/2 b
e MP = —:-i;-):: M3 = ——h—-
i 2/13 /13
A IMP:
L2 i
? ¢t 3t
15 = o = e e
Al %] 4 == AM
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firca de AEC pRC

D3 .

. Mp
g RC M,

2 r3
) E%
4/13
Volume de HMABC
: s . NMB

. 3

2b
2/13

2% sonugRo

Por HIPA nco

‘s\l_lg :‘;\1,1 +\&3‘.lg
[ 3] L
= l,gr- lg -!.9
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32 QUESTAO ITEM: ONICO (VALOR: 1)
- |
ENUNCIADO: Sejam 29 o lado do eneagono regular convexo, 29* e ig** o5
-'_'_-_—-'——'——“- : .
1ados dos encagonos estrelados (29* < Rg**), tsdos  inscritos e um
circulo de raio r.
Mostre que:
L = Rok* — Q%
9 9 g
SOLUCAD
12 soLucio
lg = 2R sen %
8 .
l* = 2R .sen%1
_L;* = 2R sen %}
7 \\ ) i
R *
Eg - 19 = 2K [%en %;«—gen %;] -
= 2R . Z sen—g./cpgf——gf-’m
= 2R son 5
= [9 i
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valo fechado [0,7],

SH8 X +
cos y +

cos 2 +

cos x + cos 2y

2z

cos y + €Os

cos z + CO8 2X

It

satis

0 => gos 2x

cos 2z

£OLUGKO %
= - cos X ==

- cos y =*

- COs5 z =

fazendo ao sistema:

2x
2x

&

i}

z

z
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42 QUESTZO ITEM: ONICO (VALOR:
RS
gNUNCIADO: Determine todos os valores de x, y €. 2, situados no intcr-
bbb

1eT1E1
ki Co —
R
S 4 Coch =2
hid
H
ki
m

Lombinando-se as hipdteses, temos os & sistemas algébricos abalxo:

2y + x =7
22+yn1[
4+ z = u

2) +\-|F==11'
3) .G B

4y A

L
»
+
~
L]
4

5) 9

o M
i
=

6] 4§

7) 9

B) <

s

=i

e

f
ESIE ]

100 a B
37 27 3
L . 3T
i EETH
3r = 27
g EETF
5n e B
gE &=y
r ., o 5
gf ™3
T2 o g
g’ T 9
S _ I
B 27




'?' e [ s o e R s e A Ty
[ ;
o 3 5

B CEE 80 /81 GEOMETRIA E TRIGONOMETRIA Fhon
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£

ENUNCIADO: Um angulo o de grandeza cbnstante,situado em um plano (1),
__.——-‘—'——__""_“ 1

que @ fixo, permanecendo no plango (7).

gira em torno de seu vértice A,
&

pe um ponto B, fixo, no plano (), tiram-se perpendiculares BC |e BD

sos lados do angulo a.

| g |
- | s - - ok
Determine o lugar geométrico 4dos pontos C e D. Mostre guc

constante ¢ determine O lugar geométrico do | ponto

¢D tem couprimento
i
nédio de CD.

SOLUCRD

1) Alp = nbB = 90° ==

== C e D pertencem 2o circule de

difmetro AB.

5 ;

ii) Sendo AB = 2R, entao:
D

sehn G

= 2R = CD = ZR . sen u

1ii) Ho & OHMC:

CM =R sen a 2 2 > 2 )
e OM° =R - R® gsen“c =+ O¥ = R ©O= G
0OC = R

0 lugar geondtrico de M & o clrcule (O,R cOs @) .

62 QUESTARO ITEM: ONICO (VALOR: 1)
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“no (w) em gue se acha a esfera (g), marca-sc um

ENUNCIADC: Uma esfera (g) de raio r e centro O, tangencia um  plano

5
Clum
y

() em M. Sobre a reta OM, no mesmo semi-espaco determinado palo
ponto V tal que VO

o

[t

= x > r, e tragam-se 3 retas, partindo de V, que tangenciam a esf

cm A, B e C, sendo AVB = BVC = CVA = %.

Calcule x em.fungdo de r e determine, também em fungao de
pelo plano VAB, f:»to

r, as dimensoes da calota seccionada na esfcre

&: o raio da base da calota e sua altura)l .

B

o s
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i} No cubo de diagonal ov:

r = VA . /27

X = VA . /3

$1) © circulo base da calota tem.

E — CEE 09‘/‘_8}__ GEOMETRIA E TRIGONOMETRIA = AN R

v o,
-~ centro 01
- raio O,A = VA = £§2
A mltura da calota &:
h=r-00 = x-—zé:—-§(2—lil
2 QUESTAO ITEM: ONICO ' (VALOR: 1)

ENUNCIADO: Da-se uma elipse de vértices Al e A,y definida por: Al“2 =
= 2a (eixo focal), Bl 52 = 2b (eixo naoc focal). Sejam Fl e Fz os fo-
cos da elipse, e uma tangente & elipse em um ponto M gualquer (M # Ay

e M # Azl. Esta tangente & cort.da nos pontos Tl e T,y respectivamen-—

te, pelas tangentes a elipse nos vértices Ay e By

Mostre que o guadrilatero T, F, F, T, & inscritivel e que

o produto A, T, . A, T, &:constante.
I 1 2 T2

SOLUCAD ’
D} Seja F F, = 2c
1) PONCELET:
- F Ty & Lissetriz do angulo
A ;F»] M
o -~ Ey%y é bissetriz do angule
Fy b - )
Azfi
Entao:
B,
BT BN o= x|

BTy, =T, ,
KB T, = TP A= vl

sTly

s 2x + 2y = 180°

g L e AL -

e
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Finalmento: Tlpl‘TZ =X+ Yy = 90°ii
i Analogamenta: TIPZTZ = 90° i'
% e Tew Fye Fau Ty 500 conclclicos.i _
) o T s T '
A 1A1Fl a8 FIAZTZ = F;K; = ﬁ;ﬁ; ==’A1T114A2T2v-F1A1:<F1A2 =
| : ; . .
! . : ' ‘
! =(a-C)(a-%c)‘-“-a2.—c2=b2
1 : i
ITEM: G$Ico (VALOR: 1)

82 QUESTAQ

_

ENUNCIADO: Dado o triangulo es

os pontos de contato do i relil

dos BC, AC e AB.

Mostre gue OS

caleno ABC, sejam respectivamente D,E,T

i i e
o inscritoc ao trianculo ABC, com ©Os la-

triéngdlos ABC e DEF nao sao semelhantes, e

; = EF ~ B c
estabelega a relagao — €m fungdd de SEH = & =6l T
| BC 2 2
| Z
| ]
i !
SOLUGRD
: ) 90~ A
AE = AF =p - a
EF = 2(p - a) sen % =
= {b + c - alsen % =
= 2R(sen B+ sen C - sen A}lsen % =
B+ C -C
= 4R(sen 3 - cos 5
A A _
. sen 3 cos 5) sen 3 =
= 2R(cos B~C. cos BX&) . gen & =
2 2 b
= .2a.5€en 2 sen g
% 2 ) 2
EF B ci
= —— = == et
ks BC 2 sen 5 . sen 21
O0s angulos do.triangulo DEF sio: ¢ o ey
5 \‘Oé\l‘;l‘\‘:“""i:“—:‘ b Rist -
o i [o] B o C
D = 90° - g ;1 E=90" -5 ; F =090 -3 B
Supondo os triangules semelhantes: y e . ? A
‘ < DA D=1 — urpatic 4 be ver
1) DyAaA=> B=C _ i .
i : = ABSURDO 4 =L . LA ) @
‘14) D= A= A=Bw=C O
se P=A < 99 A 0“n ',
LE=0B o A% epufifoe
{ <» j:,\'j\‘.},%ﬂng}j’\ﬂ.;{) {C -}“T:L?,T:_‘, Ay
ey I — i e
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ITEM: ONICO (VALOR: 1)
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SHUNCIADO: Considere a sucessao: ;
_'—-——'—_.-‘_-'___'-_ :

By v Far Bsy

n n

na qual 1P, & o semi-perimetro doﬁpoligono regul

3

critos ao circulo unitario, ¢ py & o semi-perime

jar de K lados inscrito no mesmo circulo.

a) Usando a figura ao
lado,estabelega a

formula

2, B

]P —
P + P

n n
b) Calcule o limite da

sucessao (1)

-

g B P (1)

o , TP

’PZn'P4 4]1 81]’ Bn .------n-.-..

ar de K lados circuns

tro da poligono regu-

5
/
\\\"“”:Ei'

1/n da circunferéncia

AOB =
OF = bissetriz de CQOE
oG = bissetriz de DCE
OE = bissetriz de CCD
SOLUCAD
: y BE _oE _on _on_ A8 |
st ¥C -0C ©Ca =
1 c =
#
5 Lo 'fm .
t s e Pl -
n - 2n 1)
B Dy o« Dgy B A, = L8, o
lnLn
=l = T gt nl =
ni : L 22 B
= P = n "n e ? Phn 2 n
2n nL + nt 2P + 2p
' n e n =
2P . P
r.-.:aPz = n+ D
n Pn A P,
L) Quanto n — =, o limite de P & ¥ e o limite de p_ &1 V Tb—= TR
n n b= L2 \
. . g.‘r;fg;[‘_i\un; _‘.‘ _.1,- .'.‘f-' cfi‘\»bc@ =5 _\.31;,:" Par §
Entio o limite da sucensac & w. " 2o oo E il
f 4 Sy A y
=1 %7'!\2 - .-_'.2 1'3,@1-"";57? ~& o qt
i |

2
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102 QUESTAO

i ITEM: OGNICO (VALOR: 1)
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ENUNCIADO: C
ENUNL -~

pm plano ()

1) A excenty

2) V dista

3) (T) & tal que a secao por um plano perpen

(r)

.
7

-

alcule os eixos e a excentricidade da c¢bnica, segao por
i }

em um cone de pevolugaol(T), de vértice V, sabendo-se:
|

o
*

‘i cidade da segao por (m) & a maior possivel para o cone

de (m) 6 unidades de comprimento;

dicular a uma geratriz &

uma hipé?bole equilatera.

A segao de excentricidade maxima &

SOLUGRO

B ec-m‘rﬂi% d

G

)
gerel D
~Ad

sendo 6~ o angulc da geratriz com © eixs.

para a hipérbole equilatera:

_co8(90° - 8) _ 3 e kg p = V3
cos €

obtida per um planc peralelo ao eixo.

£ uirgrgote (ez1)

m%:,’"jr_—b c = 376

Finalmente:
2 2

b = c” - az = h = §

Entao: (ﬁégi = 2b = 12}




